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Nota preliminare. Al fine di rendere la trattazione di alcuni argomenti tecnici
piu leggera e discorsiva, le dimostrazioni di alcuni passaggi sono presentate in modo
solo parzialmente esaustivo. Tali passaggi sono marcati, a la Bourbaki, dal simbolo ©
(“tournant dangereuz”), con riferimento all’intero capoverso che il simbolo precede.

Questione di punti di vista...

Scopo del presente seminario sara quello di presentare alcuni importanti risultati
relativi alla geometria delle varieta riemanniane, indagandoli dal punto di vista, forse meno
consueto, dell’analisi, in generale, e dell’analisi funzionale, in particolare. L’obbiettivo
di questa scelta e quello di completare il panorama dei risultati di seguito illustrati
riguardandoli in una prospettiva pitt ampia e capace di coglierne alcuni aspetti essenziali
altrimenti trascurati.

Allo scopo di evitare complicazioni che non forniscano contributi rilevanti alla teoria,
I’ambito considerato nel presente capitolo sara quello reale, in contrapposizione a quello
complesso, piu naturale nel contesto dei capitoli successivi. Si tenga presente tuttavia che
tutti i risultati enunciati sono validi anche in ambito complesso, a meno di “complessificare”
operatori e strutture in modo opportuno.

Nella trattazione a seguire si indichera con (M, g) una varieta riemanniana compatta,
connessa, orientabile di dimensione reale n, dotata di una metrica g e del differenziale di
volume da essa indotto dvol,.

Saranno oggetto della trattazione successiva

o ARM = |, o0 A* (T3 M) il k-esimo fibrato esterno reale su M;

o OFM = QF M =T(A*M) lo spazio delle k-forme lisce su M a valori reali.
Si considerino gli spazi Q*M come dotati del prodotto scalare

(wlny= /w A sndvolg,
M

dove con *: A¥M — A" *M si ¢ indicato I operatore di Hodge reale. Per una dimostrazione
del fatto che tale forma, evidentemente biliare, sia in effetti un prodotto scalare, nonché
per una spiegazione esaustiva del perché sia naturale considerarla, si rimanda ai precedenti

seminari.
Denotando con || - || la norma indotta da tale prodotto ¢ naturale — da un punto di
vista analitico — chiedersi se gli spazi (Q2*M, | -]|) siano o meno completi come spazi

metrici, ovvero se siano o meno spazi di Hilbert. Semplici considerazioni sullo spazio
Q0(S1, gean) delle funzioni a valori reali sul cerchio unitario dotato della metrica standard
suggeriscono che tale spazio non € completo e la norma su di esso e in effetti la norma
usuale dello spazio di Lebesgue L?([0,27]), inteso come spazio delle funzioni a valori reali
misurabili rispetto alla o-algebra di Borel indotta dalla topologia di S' e a quadrato
sommabile rispetto all’integrazione in dvolg:.

La presente analogia si puo estendere allo spazio Q¥M di una generica varieta M,
tuttavia, un argomento rigoroso atto a tale scopo richiede importanti strumenti di analisi
funzionale. Allo scopo di aggirare tale ostacolo, almeno ad una prima lettura, ci si limita
qui a definire



° Q’ZQM =clj. QOF M 1o spazio delle k-forme a quadrato sommabile su M a valori reali,
dove clj QFM denota il completamento di Hausdorff dello spazio (QkM, I H),
nella norma indotta dal prodotto scalare (- | -).

11 simbolo L? in pedice sta ad indicare come si possa intendere tale spazio come
uno spazio di k-forme differenziali a coefficienti L? (piuttosto che C°°) rispetto ad
un’opportuna misura, come si prova in appendice.

In virtu del teorema del completamento per spazi metrici, tale spazio ¢ ben definito
come spazio di Hilbert.

Stante la maggiore ricchezza di risultati fornita dalla teoria degli spazi di Hilbert, lo
scopo della sezione successiva sara quello di estendere agli spazi 7, M alcuni operatori
naturali definiti sugli spazi Q2®*M. Si richiamano a tal fine alcune nozioni, definizioni e
risultati necessari alla trattazione a seguire, forniti senza dimostrazione (per la quale si
rimanda eventualmente ai precedenti seminari).

Definizione (Codifferenziale di de Rham). Indicato con d¥: Q¥ M — QFF1M il differen-
ziale di de Rham reale su M, si denoti con

(@) QM — QF M
wi— — (=) s d*xw
(—1)

'aggiunto formale di d*~! rispetto al prodotto scalare (- | -).

Definizione (Operatore di Laplace-de Rham). Sia

Ak - dkfl (d*)k + (d*)k—i-l dk
Voperatore di Laplace—de Rham (anche: di Hodge— Laplace) reale (di seguito: laplaciano);
per brevita, stante la dissimmetria dei simboli, si indichera anche A = dd* +d*d.
Lemma 1. Si ha [A,*] = 0. Inoltre A & autoaggiunto rispetto al prodotto (- | -).
Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda ai precedenti seminari. |
Definizione (Forme chiuse, cochiuse, armoniche). Si dicano chiuse (rispettivamente

cochiuse, armoniche) le forme w tali che dw = 0 (rispettivamente d*w = 0, Aw = 0). Si
indichi con H*¥M = ker A* lo spazio delle k-forme armoniche su M a coefficienti reali.

Teoremi di decomposizione spettrale

La norma indotta dal prodotto scalare presentato poc’anzi suggerisce che il contesto
liscio non sia 1'unico nel quale considerare 'operatore di Laplace. In particolare, tale
operatore si estende in modo naturale a spazi {17, M grazie alla seguente definizione.

Definizione (Operatore debole di Laplace—de Rham). Data una forma w € Q, M si
definisca Ad¢Pw I'unica forma in szM tale che

V€ QFM (Adeby |n) = (w|An).

Sia quindi AdeP: Q’EQM — Q’EQM Poperatore definito da AdP: w — Adeby Per
brevita, tale operatore si denotera nel seguito ancora con il simbolo A.



© La presente definizione di operatore di Laplace—de Rham risulta ben posta per il
lemma 1, secondo il quale essa coincide con la definizione usuale sulle forme lisce, ed
estende la precedente grazie al lemma medesimo e alla densita degli spazi (Q°M, || - ||) nei
relativi completamenti (3., | -|]). Si noti tuttavia che la definizione non & ben posta
se M & una varieta non compatta; in particolare, un tale operatore debole potrebbe non
esistere.

Stante tale definizione, si ¢ ricondotto 'operatore di Laplace—de Rham ad un operatore
A definito sugli spazi di Hilbert ( 2M, (- | >), contesto nel quale si pud applicare
I'opportuna teoria spettrale relativa, grazie alla quale € possibile dimostrare il seguente
risultato.

Teorema 2 (Teorema di Hodge per funzioni). Sia (M,g) una varietd riemanniana
compatta, connessa, orientabile di dimensione n, dotata di una metrica g.

Allora esiste una QOL2 M-base g-ortonormale di autofunzioni lisce per il laplaciano
AP, Inoltre, 0 ¢ un autovalore di molteplicita 1 per A°, la successione degli autovalori &
divergente e ogni autovalore e reale, non negativo e di molteplicita finita.

Sketch. Si omette una dimostrazione completa di questo teorema, per la quale si rimanda
a [8, teor. 1.29, p. 32]. Si provano qui i soliti enunciati relativi alla positivita (nullita)
degli autovalori.

Sia f una A-autofunzione per A® di norma unitaria. Essendo (- | -) non degenere e
definito positivo si ha

A= L = (A | f)=(dd" +d"d)f | f) = (d"df | f) = (df]df) >0,

dunque ogni autovalore A e reale e non negativo. Ragionando analogamente su un
eventuale autovalore nullo si ha

0=(A%%|f)=(df|df),

da cui, essendo (- | -) non degenere, segue df = 0. Poiché M & connessa, f non puo che
essere costante, dunque ker A? = R.

Osservazione. © Osservando che M, dunque ogni sua immagine mediante applicazioni
continue, ¢ compatta, si noti en passant la correlazione di questo risultato con il teorema
di Liouville per funzioni armoniche.

Il risultato presentato nel teorema 2 si puo generalizzare, con dimostrazione pressoché
invariata, al seguente teorema di decomposizione spettrale per k-forme differenziali. Si
osservi tuttavia che, al contrario di quanto affermato per le funzioni, lo spazio H¥M delle
k-forme armoniche (k > 0) ha generalmente dimensione superiore a 1, come sara chiaro
dall’enunciato del teorema 6.

Teorema 3 (Teorema di decomposizione spettrale di Hodge per forme differenziali). Sia
(M, g) una varietd riemanniana compatta, connessa, orientabile di dimensione n, dotata
di una metrica g.

Allora esiste una Q’zz M-base g-ortonormale di auto-k-forme lisce per il laplaciano
AF. Inoltre, 0 & un autovalore per A*, la successione degli autovalori ¢ divergente e ogni
autovalore & positivo e di molteplicita finita. In particolare si ha

—

0% M H”%;R EBA (Q3.M),



dove si denota con (sz M))\ il A-autospazio di A.

Osservazione. Nella precedente scrittura si & indicata con il simbolo @ la somma diretta
nella categoria Hilbg degli spazi di Hilbert reali. Si noti che, nel caso di spazi infinito-
dimensionali, quale ad esempio lo spazio somma in esame, tale struttura di somma diretta
consiste (rispetto alla somma diretta algebrica di spazi vettoriali, usualmente denotata
con il simbolo @) dell’ulteriore specificazione del prodotto scalare.

© La buona definizione di tale prodotto (la cui scrittura & da ritenersi implicita nel
simbolo @) ¢ conseguenza della completezza; € pertanto necessario ridursi, nel considerare
forme differenziali lisce, alla sola struttura di somma diretta algebrica.

Dimostrazione. Per una dimostrazione, analoga a quella del teorema 2, si rimanda a [8,
teor. 1.30, p. 34]. [ ]

Il teorema 3 qui presentato costituisce il fondamento di alcuni profondi risultati
presentati nella prossima sezione, dei quali rappresenta la principale interpretazione
nell’ambito dell’analisi su varieta differenziali.

Teoremi di decomposizione di Hodge

Una riflessione ulteriore sui teoremi di decomposizione spettrale per 'operatore di
Laplace—de Rham suggerisce che tale decomposizione, il cui contesto naturale ¢ lo spazio
di Hilbert infinito-dimensionale €27, M, puo essere reinterpretata in modo algebrico in
un ambito finito-dimensionale, strettamente correlato alla geometria differenziale e alla
topologia algebrica.

Segue infatti dalle definizioni degli operatori che [d, A] = [d*, A] = 0. Dunque, se
f & un’autofunzione (un’autoforma) liscia per A di autovalore A, allora o f & chiusa
oppure df & anch’essa un’autoforma liscia di autovalore A; si ha infatti A(df) = d(Af) =
d\f = Adf. Ragionando analogamente per d* si conclude che, per ogni autofunzione (o
autoforma) di autovalore A, autofunzione ¢ chiusa (rispettivamente cochiusa) oppure
df (rispettivamente d* f) & ancora un’autoforma (o un’autofunzione) per A di stesso
autovalore .

Il presente ragionamento fornisce un’indicazione euristica del fatto che lo spazio
generato dalle A-autoforme di autovalore non nullo sia costituito da forme esatte e/o
coesatte. Al contrario, dalla decomposizione spettrale non si ricava alcuna informazione
riguardo le O-autoforme, ovvero le forme armoniche, le quali saranno infatti forme
solamente chiuse (e cochiuse).

Il seguente teorema di decomposizione formalizza [’argomento euristico esposto poc’an-
zi, evidenziando da un lato il ruolo privilegiato delle forme armoniche, dall’altro la stretta
correlazione fra la decomposizione spettrale del laplaciano e la struttura indotta dagli
operatori naturali d e d*.

Teorema 4 (Teorema di decomposizione di Hodge). Sia (M, g) una varieta riemanniana
compatta, connessa, orientabile di dimensione n, dotata di una metrica g.
Allora lo spazio H* M & finito-dimensionale e lo spazio Q¥ M si decompone come

Qk:M _ Hk:M EBJ_ dk:—le:—lM @J_ (d*)kJrl Q]H_lM,
equivalentemente,

QFM = ker AF @t imd* ! @b im (4*)" 1.



Dimostrazione. La finito-dimensionalita dello spazio H*¥ M = ker A* segue immediata-
mente dal teorema 3.
Si omette qui una dimostrazione formale dell’inclusione

QkM C HkM EBJ_ dk*le*lM @J_ (d*)k+1 Qk+1M7

la quale costituisce parte essenziale della dimostrazione e tuttavia richiede strumenti
di analisi reale e funzionale che esulano dal presente seminario; un’idea del perché tale
inclusione sia effettivamente vera si puo ricavare dall’argomento euristico esposto poc’anzi.
Per i riferimenti bibliografici per questa parte della dimostrazione si rimanda al successivo
teorema 5. Si osservi che I'inclusione opposta ¢, al contrario, banale.

Stante 'identita insiemistica degli spazi considerati, poiché essi sono spazi vettoriali
segue che

HE M UAPIQR M U (@) QMM = 1M+ dF QR IM - (af)P T QR M

dunque, allo scopo di provare che tale somma & diretta, e sufficiente provare che le
intersezioni a coppie degli spazi considerati sono banali.

Ancora dal teorema 3 segue che H¥M N (dF—1QF101 U (4%)* ! Qk“M) = {0},
essendo autospazi relativi ad autovalori distinti a intersezione banale. Per provare che
dF=LQF=1 0 0 (d*)M T QR M = {0} si considerino o una (k — 1)-forma, 8 una k-forma
e v una (k + 1)-forma e si supponga da = 5 = d*y. Segue ||5]| = (8| ) = (da|d*y) =
<d2a | ’y> =0, dunque 5 =0.

Per quanto riguarda l’ortogonalita della decomposizione si ha

(da|d*y) = (d®a|v) = (0]7) =0,

ovvero d*1QF=107 1 (d*)F QR0 Inoltre, ker AF & ortogonale a im d¥~1QF=1A7 U
(d*)kJrl QF LM essendo gli autospazi relativi ad autovalori distinti mutuamente ortogonali
e contenendo im d*~1QF~1 M U (d*)k"r1 QFFHLM ogni altro autospazio di AF una volta
assunta la decomposizione. |

La decomposizione dello spazio 2®* M delle forme differenziali presentata nel teorema 4
¢ in corrispondenza con una seconda decomposizione, questa di carattere intrinsecamente
analitico, indotta sull’operatore identita dello spazio di Hilbert associato Q,M. Tale
decomposizione ammette una restrizione naturale in termini di operatori sugli spazi di
forme lisce, oggetto del seguente teorema.

Teorema 5 (Teorema di Hodge). Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta, connessa,
orientabile di dimensione n, dotata di una metrica g.

Allora esistono operatori lineari G, H: Q*M — Q°M tali che [d,G] = [d*,G] =
[A,G]=0e

idgeps = H + AG.

L’operatore H coincide con il proiettore mye ed € pertanto detto proiezione armonica
di M, Voperatore G operatore di Green per A su M.

Dimostrazione. Per una dimostrazione del presente risultato che faccia uso della teoria
degli operatori ellittici su varieta differenziali, si rimanda a [2, teor. 3.15, p.15].



Per una dimostrazione di un risultato analogo per varietd complesse! che faccia
uso della teoria elementare degli spazi di Hilbert e degli spazi di Sobolev si rimanda
a [6, p. 84ss.]. In questa seconda dimostrazione & contenuta anche la prova del teorema 4
qui enunciato separatamente.

Ci si limita qui ad osservare che gli operatori G ed H precedentemente definiti sono
identificabili in modo naturale come restrizioni, sugli spazi di forme lisce, di operatori
definiti sugli spazi Q3 ,M. |

Sebbene possa apparire come un’ulteriore astrazione, il precedente teorema 5 fornisce
uno strumento essenziale alla soluzione delle equazioni differenziali di tipo ellittico su
varieta riemanniane; esso consente inoltre una dimostrazione relativamente semplice del
seguente importante risultato, dal flavour squisitamente algebrico-geometrico, ma dal
profondo significato analitico, noto come teorema di isomorfismo di Hodge (teorema 6).
Di tale teorema si fornisce qui anche un secondo enunciato (teorema 7), opportunamente
corredato da una dimostrazione (indipendente) pilu classica, la quale fa uso del solo
teorema 4; un confronto tra gli enunciati e presentato in forma di osservazione, e posposto
alle relative dimostrazioni ed alla seguente definizione.

Definizione. Siano (A®,d4), (B®,dp) due complessi di cocatene a coefficienti reali.
Un morfismo di tali complessi f: (A®,da) — (B®,dp) € una collezione (fy), di
applicazioni R-lineari in ogni grado e tali che d% fi, = fry1d% per ogni k.
Un isomorfismo di tali complessi &€ un morfismo che sia anche un isomorfismo di spazi
vettoriali reali in ogni grado. Si indichera

(A%, dy) = (B*,dp).
Kom(Vectg)
Si indichera inoltre con H®(A®,d,) il complesso di coomologia astratta associato ad
(A®,d4), costituito dagli spazi

H*(A® dy) = kerd’jl/imdfj(l )

Dato un morfismo di complessi f, si denotera qui con f* il morfismo? da questo indotto
sui relativi complessi di coomologia astratta.
Per ulteriori complementi di algebra omologica si rimanda a [5].

Teorema 6 (Teorema di isomorfismo di Hodge). Sia (M, g) una varieta riemanniana
compatta, connessa, orientabile di dimensione n, dotata di una metrica g. Siano inoltre
QFM lo spazio delle k-forme lisce su M a valori reali e H¥M = ker A¥ lo spazio delle
k-forme differenziali armoniche su M a valori reali.

Allora (H(;RM, du) = (H*M,d).

Kom(Vectg)
Dimostrazione. Si osservi che ¢ possibile riscrivere la tesi del teorema 3 come

QM = (@10, 8 D, (M),

1Si veda a riguardo il capitolo successivo.
2Nel caso presente sarebbe improvvido denotare — come & tuttavia consuetudine — tale morfismo
indotto con f*.



dove ogni (QzQ M ) ,, ¢ finito-dimensionale ancora per il teorema 3. Tale decomposizione
induce la decomposizione

(1) WM = (M), @ DM,
& A#£0

Si vuole ora mostrare che tale decomposizione induce a sua volta una decomposizione
nel complesso coomologico di de Rham HJ; M. Si consideri allora il complesso

(@M, d) = [ (@"M)® @ (Q°M), ,d

e, passando in coomologia, il complesso

H(Q*M,d) = H* | (M), & P (@°M), .d
A£0

Osservazione (Caveat © ). Il lettore non deve essere tentato dal “commutare” la
somma diretta con il funtore coomologico H® e concludere la (co-)esattezza del complesso
relativo ai soli A-auto-k-spazi di autovalore non nullo grazie al teorema 4. La non-
finito-dimensionalita del complesso costituisce infatti un impedimento a tale modo di
procedere.

Si vuole ora provare che

(2) H® (Q°M,d) = H*((Q*°M),.d),
Vectp
esibendo direttamente l'isomorfismo. Siano dunque rispettivamente ¢: (Q°*M), — Q*M
I'inclusione dello 0-autospazio nel complesso di forme, e 7: Q*M — (Q2°M), la sua inversa
sinistra. L’isomorfismo cercato ¢ allora proprio ¢f, e 7 ¢ il suo inverso.
Risulta infatti

id(Q-M)O =Tl

(id(Q.M)O)ﬁ =(m)* (funtorialita controvariante di )
(3) idH'((Q'M)O,d) :[,ﬁﬂ'ﬂ.
Si ha poi
d(Gd")+ (Gd")d = ([G,d] = [G,d*] = 0 per il teorema 5)
=AG (teorema 5)
= idQ‘M —H

=idqeps —tm.



Dal teorema di invarianza omotopica® [5, teor. 4.4, p. 129] segue dunque che

(idgenr)* = (um)f
idHo (Q*M,d) :Wﬁbﬁ

(4) idge. m =gl t

Da (3) e (4) segue allora che i* (ovvero 7#) & un isomorfismo, dunque vale la (2), che
puo essere riscritta come

H* (Q°M,d) = H*(H°M,d),

Vectr

© Essendo allora A = (d + d*)2 definito positivo, le forme armoniche sono chiuse
e cochiuse, dunque, a destra, (H*M,d) = (H*,0), da cui H* (H*M,d) = (H°*,d) per
definizione di coomologia astratta.

D’altra parte, a sinistra, H® (Q°M,d) = HJpM per definizione di coomologia di de
Rham, ovvero, conservando 1'operatore indotto d¥,

HS.M,d* = He,d
( i ) Kom(Vectg) ( )

che ¢ la tesi. ]

Il teorema appena dimostrato generalizza il seguente risultato classico, del quale si
presenta qui, per completezza, una dimostrazione alternativa.

Teorema 7 (del rappresentante armonico). Sia (M, g) una varietd riemanniana compatta,
connessa, orientabile di dimensione n, dotata di una metrica g. Siano inoltre Q*M lo
spazio delle k-forme lisce su M a valori reali e H*M = ker A* lo spazio delle k-forme
differenziali armoniche su M a valori reali.

Allora HE, M = HFM.

Vectyr

Dimostrazione. Si vuole mostrare che

h: HFM — HE M

w— W]

¢ un’isomorfismo. La buona definizione di h segue dalla chiusura delle forme armoniche
(come nel teorema 6), la linearita ¢ banale.

& L’iniettivita di h segue dal teorema 4: data o € kerh si ha Aa =0 e o = dw,
dunque o = 0 essendo la decomposizione a intersezione banale.

Per la suriettivita di h, segue ancora dal teorema 4 che ogni forma « si puo scrivere
come

a = ay +da’ +d*o”,

3Siano f,g: (A®,da) — (B®,dp) morfismi di complessi. Se esiste un morfismo P (detto operatore di
prisma) tale che dg P + Pdy = f — g in ogni grado, allora ff = gf.



dove agy & armonica. Data [o] € HE, M & allora sufficiente provare che [a] = [ay] = h(ay),
ovvero che d*a”, la parte coesatta di «, ¢ nulla. Si ha infatti

0={0]a") (a € ZFM)
=(da|a’) (teorema 4)
=(d(ay +da’ +d*a") | a")
= (day + d*a/ +dd*a” | ") (dagy = 0,d? = 0)
=(dd*a" | a")
=(d*a” |d*a")

=||d*a"]. ]

Osservazione (dove si nota in modo arguto che 0 = 0). Gli enunciati dei teoremi 6
e 7 sono sottilmente differenti. A tale proposito si noti innanzitutto che 'operatore d
induce in coomologia di de Rham I’applicazione nulla (ovvero d* = 0), essendo i gruppi
di coomologia definiti da classi quoziente di forme chiuse; ne segue che il teorema 6
non & piu forte del teorema 7, in quanto, dotando ciascuno spazio vettoriale H §RM
dell’applicazione nulla Oy : H, §RM — HgglM e ripetendo il ragionamento per lo spazio
H* M ed lapplicazione 04, gli isomorfismi tra spazi vettoriali provati in ogni grado nel
teorema 7 determinano univocamente ’isomorfismo di complessi

(H3pM,d*) = (H3pM,0p) = (H*M,0y) = (H*M,d),
Kom(Vectg)
poiché Oy e 0 commutano con l'isomorfismo lineare A in ogni grado.

L’enunciato del teorema 6, tuttavia, fornisce una prospettiva pitt ampia e puntuale
della ragione di un tale isomorfismo, asserendo in particolare che esso ¢ determinato
dall’applicazione nulla d* come indotta dal differenziale di de Rham (e non avulsa dal
contesto, come sarebbe I’applicazione 0), nonché esplicitando I'inclusione degli spazi di
forme armoniche H*M (dunque delle classi di coomologia di de Rham delle forme lisce)
nel complesso 2°M in relazione alla decomposizione spettrale di A data dal teorema 3.

Corollario 8 (Finito-dimensionalita coomologica per varietd riemanniane compatte). Sia
(M, g) una varietd riemanniana compatta, connessa, orientabile di dimensione n, dotata
di una metrica g.

Allora tutti i suoi gruppi di coomologia hanno dimensione finita.

Dimostrazione. La tesi segue immediatamente dal teorema 7. ]

I risultati presentati in questo capitolo mantengono la loro validita se “complessificati”
in maniera opportuna. A tale scopo e sufficiente introdurre

k - Ok [ k
UM = O oM | = TAM@C)

lo spazio delle k-forme lisce su M a valori complessi e il prodotto hermitiano
(wlny= /w A 7] dvolg,
M

per il quale si osservi che ¥ = *7. Riformulando tutte le definizioni presentate in
conseguenza di queste ultime si puo, ad esempio, dimostrare il seguente teorema di
decomposizione di Hodge complesso, analogo del teorema 4.
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Teorema (Teorema di decomposizione di Hodge complesso). Sia (M,g) una varietd

riemanniana compatta, connessa, orientabile di dimensione n, dotata di una metrica g.

Siano inoltre QM lo spazio delle k-forme lisce su M a valori complessi e HE (M) = kerc A*
lo spazio delle k-forme armoniche su M a valori complessi.
Allora lo spazio HE (M) ¢ finito-dimensionale e lo spazio Q2 M si decompone come

QEM = HE(M) @ d* 1051 M @ ()" Qi

La presenza di una struttura complessa, tuttavia, non si riduce alla validita del
precedente teorema, ed anzi consente di generalizzare alcuni dei risultati qui presentati ad
altri operatori naturali su varieta complesse o kédhleriane, come illustrato nei successivi
capitoli.
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Appendice: integrazione di forme vs. integrazione in misura e forme L>

E opinione diffusa in geometria che, nel contesto delle varieta riemanniane orientabili,
I'integrazione propriamente detta sia l'integrazione di k-forme differenziali su k-cicli.
Questa indubbia verita puo tuttavia essere trasposta in modo rigoroso, per quanto
laborioso, in un contesto analitico, nel quale cioe l'integrazione & quella di funzioni
rispetto a masure.

Solo nel contesto analitico ¢ pero possibile estendere la definizione di modo da formulare
una teoria ben posta delle forme differenziali Q.

A seguire si ragionera sullo spazio Q"M di una varieta n-dimensionale come nelle
ipotesi dei precedenti teoremi. Non & tuttavia difficile procedere nello stesso modo per
forme di grado diverso.

Si consideri lo spazio 2" M esso & canonicamente identificabile, mediante ’operatore
* di Hodge, con lo spazio Q°M = C>°(M) delle funzioni su M lisce a valori reali, il cui
generico elemento ¢ il coefficiente della forma rispetto al differenziale di volume dvol,.

Dotando tale spazio della norma dell’estremo superiore || - ||, € possibile identificare
C*°(M) come un sottospazio denso dello spazio (C(M), || -||,,) delle funzioni solamente
continue su M. Sia allora ¢ un funzionale lineare continuo sullo spazio (C*(M), || - || ):
stante la densita dellinclusione (C*°(M), || - || ) C (C(M),] - ||.,) (che segue dal teorema
di Stone-Weierstrass) e la continuita di ¢, tale funzionale si pud sempre estendere in modo
unico ad un funzionale ¢ definito su (C(M), || -||,,) ed anch’esso lineare e continuo. Ne
segue l'identita dei duali topologici (C*(M), |- [|..) e (C(M),|-]l.)"-

Per compattezza di M segue allora dal teorema di rappresentazione di Riesz per spazi
topologici localmente compatti di Hausdorff, che ogni funzionale ¢ & canonicamente ed
univocamente associato ad una misura di Radon (con segno, a variazione totale finita)
1, definita sullo spazio topologico compatto soggiacente ad M. Non e difficile mostrare,
sfruttando ancora la compattezza di M, che data una n-forma w, univocamente identificata
con il suo coefficiente f € C°°(M), il funzionale ¢ definito da

e(f)= [ fdvoly
/

¢ lineare e continuo. Ne segue che esso si rappresenta in modo unico con una misura, qui
denotata con pg. Lo spazio Q7. M precedentemente definito coincide allora con lo spazio
delle funzioni (M, B (M), pug)-misurabili a quadrato sommabile rispetto all’integrazione di
Lebesgue nella misura p, definita sulla o-algebra di Borel B(M) indotta dalla topologia
di M.

Con ulteriori ragionamenti e possibile affermare piu in generale che le forme Q’ZQM
sono combinazioni lineari a coefficienti funzioni (M, B (M), ug)-misurabili di una base del
fibrato A* M, sulle quali si richiedono ulteriori condizioni di sommabilita di tipo L2.
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Teoria di Dolbeault
a.c.d. Matilde Manzaroli

Coomologia di Dolbeault

Affronteremo ora la teoria di Dolbeault.

Siano (M, h,J) una varietd Hermitiana compatta di dimensione complessa n, e 0
I’operatore di Dolbeault, introdotto nei precedenti seminari, che agisce sullo spazio delle
(p, q)—forme su M.

Come nella teoria di Hodge si introduce lo spazio delle k—forme complesse chiuse
rispetto all’operatore differenziale, nella teoria di Dolbeault consideriamo lo spazio chiuso
rispetto a 9: ZP9M; e poiché 0% = 0 introduciamo i gruppi di coomologia di Dolbeault:

gray — _20M
o091 M
Osservazione 9. La struttura complessa J : TM — TM ¢ tale che J2 = —1 e quindi

obbliga la varieta ad essere di dimensione pari.
Osservazione 10. Contrariamente alla coomologia di de Rham quella di Dolbeault non
e un invariante topologico poiché essa dipende dalla struttura complessa J.
Riscriviamo la forma del laplaciano di Dolbeault

A9 = 59 + 0O
dove, ricordiamo, 9* ¢ 'operatore aggiunto di 0 rispetto al prodotto hermitiano definito
nel capitolo precedente.

Definizione 11. Definiamo lo spazio delle (p, q¢)—forme d-armoniche su M come

HPIM = {w € W IM|APy = 0} .

Lemma 12. Sia w una (p, q) — forma allora & 0 — armonica < & O—chiusa e 9*—chiusa.

Dimostrazione. <: ovvia per definizione del laplaciano.
=: sia ¢ una (p, ¢)—forma armonica allora

0= [y HA,$)dv = [\, H(*0 + 00")ip, d)dv = [y, (10°9? + |09 dv
]

Poiché e possibile mostrare che una forma w € ZP9M & di norma minima nello spazio
delle classi w + 009~ M < 0*w = 0, segue che HP9M & rappresentato dalla soluzione
di quest’equazione

A%w =0
Da quanto detto e per il Lemma 12 intuiamo la possibile esistenza dell’isomorfismo
HPAN = HPAN

che infatti, di pari passo con il caso di Hodge, seguira dalla seguente decomposizione di
Dolbeault.

Teorema 13. (Decomposizione di Dolbeault)
Lo spazio delle (p,q) — forme su M si decompone in somma diretta come
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QPAN = HPIM @ QP THIM @ 9P~ M

La dimostrazione consiste nel mostrare sia ’ortogonalita dei tre addendi, che discende
dal Lemma 12, sia il fatto che la loro somma dia l'intero spazio delle (p, ¢)—forme su M,
parte piu corposa da affrontare analogamente al caso della teoria di Hodge, come visto
nel teorema 4.

Ogni ¢ € QP9M ¢ quindi scrivibile in modo unico come 1) = ' + 9*1" + " dove
P e QPITIN " € QPAatE e opP € HPAM. 11 secondo termine della decomposizione di
Dolbeault ¢ nullo nel caso in cui 91 = 0. Infatti per la decomposizione di Dolbeault si ha

0= <5w | 7,/1”> — <55*¢// | w//> — f ‘5*1/)H|2d1}.

Osservazione 14. Nel caso della decomposizione di Hodge avviene lo stesso: se dw = 0,
dove w = dw' + d*w” + wf con W' € Q(’éflM, W’ e Q(’EHM e w € H*(M,C), allora
d*w" = 0.

Proposizione 15. (Isomorfismo di Dolbeault)
La mappa HP9M —2+ HP9M tale che w — [w] & un isomorfismo.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema 7: osserviamo prima di
tutto che tale mappa ¢ ben definita poiché le forme armoniche sono O—chiuse. Inoltre la
mappa ¢ ¢ iniettiva poiché HP9M L 9QP9~1. Ci resta da dimostrare solo la suriettivita.

Sia ¢ € HP7M tale che [w] = ¢ dove w & una forma O—chiusa che rappresenta la
classe c. Poiché dw = 0 allora 0*w” = 0 e quindi w ha forma w" + dw’. Ne segue che
[w] = [w"] differendo di una forma d—esatta. Ricordiamo che w” € HP:9M rispetto alla
decomposizione di Dolbeault quindi scegliamo proprio questa come controimmagine. Tale
discorso vale per ogni elemento di H?YM abbiamo quindi la suriettivita. |

Introduciamo i numeri di Hodge che denotano la dimensione complessa degli spazi HP>1M.
Non essendo la coomologia di Dolbeault un invariante topologico, parliamo infatti di
numeri di Hodge rispetto alla struttura complessa J, non possiamo creare un parallelo
con i numeri di Betti in generale ma vi sono comunque cose interessanti a riguardo.

Definizione 16. hP'? = dim¢c HP9M.

Teorema 17. (Dualita di Serre)
Gli spazi HPIM e H"—P»—9M sono isomorfi, dove dim M = n. Ne segue, per il teorema
di isomorfismo di Dolbeaut che HP7M = H"—P:»—4M, ovvero hP? = "~ P"—1,

Dimostrazione. consideriamo l'operatore * di Hodge come isomorfismo C-antilineare
*: QPIM — QPP tale che ¥w = %@

Poiché I'inverso dello * di Hodge ¢ un multiplo dello * stesso, si vede facilmente che lo
stesso accade anche per 'operatore * appena definito, poiché * & un operatore reale; basta
dunque verificare che * preserva ’armonicita delle forme per dimostrare che I’isomorfismo
* si restringe agli spazi delle forme armoniche.

*A? = A%, quindi %|,p.qy © UN isomorfismo da HPYM a H—Pn—dM]. |
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Caso Kahleriano
Decomposizione

Sia (M, J, h) una varietd complessa hermitiana compatta di Kéhler.
Per risultati del seminario precedente sappiamo che in tale situazione valgono le
relazioni

(5) 2A% = 2A7 = A

Proposizione 18. Sia M una varieta complessa hermitiana compatta e di Kéhler, allora
vale la seguente decomposizione

HE(M,C) = @, H' M

Dimostrazione. Dimostriamo le due inclusioni. La prima, € L HP? C HF(M,C) @&

ptag=
banale:

data w € HPYM, per la relazione (5), w € H*(M,C).
La seconda, H*(M,C) C D, = HP"?M, segue dal fatto che QM = D, =i OPIM.
Infatti

HF(M,C) Cc QEM =D QP

p+q=k
dunque per ogni ¢ € H*(M, C) abbiamo
¥ = Z;D-Fq:k vra,

dove yP? € QP9M e la scrittura € unica.
In conclusione, per la relazione (5), si ha

0=A% =3, A%yPi = Adypri =0

sempre per unicita della decomposizione. Ovvero ogni ¥P? &  — armonica. |

Osservazione 19. Per la Proposizione 18 e per i teoremi di isomorfismo visti per i gruppi
di coomologia e gli spazi di forme armoniche abbiamo che

Hjp(M,C)= € H'M

ptq=k

Osservazione 20. E interessante vedere che la decomposizione dell’ Osservazione 19 non
dipende dalla metrica kdhleriana scelta.

Dimostrazione. Sia KP1 :{[w] | [w] = [n] dove w € ZEHIM en € Qp7q}C Hk (M, C) il
sottospazio delle classi di coomologia (de Rham) rappresentabili con una forma chiusa di
tipo (p,q).

Abbiamo che HP*9M C KP9. Vogliamo mostrare che vale I'inclusione inversa.

Siano w e 1 come nella definizione di KP9, possiamo quindi scrivere 1 in modo unico
come = o+ AB dove a € HPT9 e B € QPT4. Allora, considerando la componente
(p, g)—esima avremo che n = o9 + ABP9 con aP? € HP? (Osservazione 19). Poiché n &
chiuso, per la Osservazione 14, abbiamo che d*dsP9 = 0 (ricordando che A = dd* + d*d)
e quindi 7 = a9 + dd* pP9.

Osserviamo per concludere che [w] = [n] = [a?9]. |
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Osservazione 21. I numeri di Hodge in questo caso sono invarianti per cambiamento di
metrica kahleriana.

Un caso particolare per cui si ha l'invarianza dei numeri di Hodge & quello delle
superfici di Riemann, varieta complesse di dimensione complessa. Infatti sulle superfici
di Riemann ogni 2-forma e chiusa; allora anche la 2-forma fondamentale della metrica
chiusa, quindi ogni metrica hermitiana su una superficie di Riemann e kahleriana. Inoltre
abbiamo che su ogni superficie orientabile dotata di una metrica riemanniana possiamo
definire una struttura complessa, cosicche ogni 2-varieta reale orientabile puo essere dotata
di una struttura kahleriana.

Diamante di Hodge

Proposizione 22. Sia M una varieta complessa hermitiana di K&hler compatta. Allora
HPIM = HIPM.

Dimostrazione. Ricordando che il coniugio ~ : QPIM — Q%PM & un isomorfismo
C-antilineare, dall’ Osservazione 20 e dal fatto che K4P = KP'? abbiamo la tesi. |

Proposizione 23. Sia M una varietd complessa hermitiana di Kéhler compatta. Allora

HPPM £ {0} Vp=0,..,n.

Dimostrazione. Sia Q € QUM la forma di Kéhler di M e per p € N QP € QPPM.

Vogliamo dimostrare che Vp QP & armonica.
Sfrutteremo un procedimento induttivo:
p = 0(base induzione): Q° & costantemente 1, quindi armonica poiché d1 = d*1 = 0.
Supponiamo valga per p. Per p+ 1 consideriamo 1'operatore di Lefschetz L, introdotto

nel precedente seminario; sappiamo che questo commuta con il laplaciano [L, A] = 0.

Abbiamo quindi
AQPFL = A(QAQP) = ALOQP = LAQP =0

per ipotesi induttiva.
Inoltre abbiamo visto che Q™ # 0 & un multiplo della forma di volume di M e quindi
QP Vp=0,..,n. |

Corollario 24. Sia M una varieta complessa hermitiana di Kahler compatta. Allora
valgono:

(a) Hip(M,C) = @, ,,_, HPM;

(b) HPIM = H3P M,

(c) HPP M 75{0} Vp=0,..,n.

Corollario 25. Sia M una varieta complessa hermitiana di K&hler compatta. Allora

valgono:
(1) bk = 3y gmie %
(2) hP4 = ha-P;

(3) h?? > 0Vp=0,..,n.
In particolare osserviamo che i numeri di Betti di ordine dispari sono pari (per (2)) e
quelli di ordine pari sono diversi da zero(per (3)).
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Sulle varieta complesse kahleriane abbiamo quindi interessanti correlazioni tra i numeri
di Betti e i numeri di Hodge. Rivediamole graficamente tramite il cosiddetto diamante di
Hodge.

00
hl,O hO,l
hn,O hnfl,l . hp-P . hl,n,fl h(),n,
hn,n—l hn—l,n
hn,n

Osservazione 26. Tramite la dualita di Serre, nel caso di una varieta complessa hermi-
tiana compatta, € possibile conoscere I'intero diamante conoscendone una meta.

Se la varieta ¢ anche di K&hler basta conoscere un solo quarto del diamante poiché
hP9 = h?P; il k-esimo numero di Betti della varieta si ottiene sommando i coefficienti
della k-esima riga del diamante e la linea verticale centrale ha tutti i coefficienti non nulli
e, ricordando 1’ Osservazione 20, osserviamo che anche il diamante di Hodge non dipende
dalla scelta della metrica kilheriana.

Concludiamo ora con un esempio.

Esempio 27. Consideriamo la varietd M = S! x S3 detta varietd di Hopf. Vogliamo

mostrare tramite i risultati del Corollario 25 che M & una varieta complessa non kahleriana.
Osserviamo che le sfere S', .83 hanno dimensione dispari quindi esse non possono

essere varieta complesse. Dunque per vedere che M & una varieta complessa procederemo

altrimenti.

Si pud vedere che la superficie di Hopf & un quoziente compatto di C?\ {0} tramite

I’azione libera di un gruppo isomorfo a Z che agisce per mezzo della trasformazione

C2\ {0} — C2\ {0} tale che (z1,22) > (A121,A222), 0 # \; € C di modulo minore di 1.

Procediamo passo per passo.

Consideriamo i seguenti diffeomorfismi

C2\ {0} — Rt x $°

, z
che associa z — <|z|7 ﬁ) e
z

RT xS —RxS?
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che associa (x, s) — (log(x), s).
Componendoli otteniamo il seguente diffeomorfismo

C2\ {0} LR xS?
che manda z — (log(]z]), |i)
z
Sia ora w € Z e definiamo la trasformazione

w:C2\ {0} — C%\ {0}

che manda (z1,22) — (€¥z1.€¥29). Tale associazione, come avevamo precedentemente
accennato & un’azione di gruppo e definisce quindi una relazione di equivalenza su C2\ {0}.
Ora vediamo tale azione su R x 3

w

w(z) = (togleval), 1) = (w+ tog(leD), )
T . : C2\ {0} :
L’azione € quindi una traslazione solo sulla prima componente e X := — eredita la

struttura complessa da C2\ {0}. Inoltre denotata con ~ la relazione indotta su R x S3
abbiamo che

RxS*

X Gl w83 =M

~

e dunque M eredita da tale diffeomorfismo una struttura complessa compatibile con la
struttura differenziale.

Resta da vedere che M non ¢ una varieta kdhleriana. Utilizziamo la formula di Kiinneth
per calcolare la coomologia

b(X X Y) =31 4= bp(X)bg (V).

st S8

(Lo stesso risultato si ottiene facilmente utilizzando la successione di Mayer-Vietoris).

. lsek=0,n o
Sappiamo che b (S™) = e quindi si ha
0 altrimenti

Per il Corollario 25 segue che M non ¢ kéhleriana. Infatti b; non & pari e by ¢ nullo!
Un'ulteriore osservazione riguardante by = h''0 4 h01 =1 = p1.0 £ pO1,
(H*' = Ce H"Y = {0}).

Osservazione 28. L’esempio fatto & un caso particolare delle varieta di Hopf S x 271
Per n > 1 abbiamo sempre una varieta non kahleriana mentre per n = 1 si ha il toro che
€ una varieta kéhleriana.

Informalmente possiamo dire, come abbiamo notato nel corso dei seminari, che essere
una varieta kéhleriana porta ad avere molte ”buone proprieta”. Nel nostro caso abbiamo
che i numeri di Hodge sono degli invarianti topologici (ovvero sono indipendenti dalla
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metrica kahleriana) e che la coomologia di Dolbeault coincide con la coomologia di de
Rham, seppur queste due sottolineino aspetti differenti delle varieta.

In altri casi ”meno buoni” ¢ possibile osservare come Dolbeault approssimi de Rham, o
se vogliamo quanto manchi ad una coomologia per essere kahleriana, tramite la cosidetta
successione spettrale o di Frolicher.



19

Coomologia di De Rham e Dolbeault nel contesto dei

fasci
a.c.d. Leonardo Bagaglini

In questo paragrafo verranno definiti i fondamenti della teoria dei fasci allo scopo di
enunciare e dimostrare i teoremi di de Rham e Dolbeault astratti. Seguiranno poi alcune
considerazioni su varieta complesse compatte.

Le definizioni non vogliono essere le piu generali possibili bensi funzionali al conseguimento
dei nostri obiettivi.

Fasci e coomologia di Cech.

Sia M una varieta differenziale?.

Definizione (Prefascio). Siano Ab la categoria dei gruppi abeliani ed Open(M) la
categoria degli aperti di M con inclusioni come morfismi.
Un prefascio su M a valori in Ab & un funtore controvariante

F : Open(M) — Ab

Per ogni aperto U di M il gruppo F(U) si dice gruppo delle sezioni del fascio F di U.

. .. . L . . . . ..
Per ogni morfismo di inclusione V' = U il morfismo F(¢) si dice morfismo di restrizione.

Se 0 € F(U) indichiamo F(¢)(0) = olv.

Dato un prefascio F su M, per ogni x € M consideriamo N, I'insieme degli intorni
aperti di . Questo e un reticolo rispetto alla relazione d’inclusione, pertanto possiamo
definire il limite diretto

limF(U) = F,
del sistema diretto di gruppi abeliani {F(U)}yen, -
Definizione (Spiga). La spiga in x del prefascio F & il gruppo F,.
Gli elementi di una spiga JF, si dicono germi di F in .
Definizione (Fascio). Un fascio sulla varieta M a valori nella categoria Ab & un prefascio

F tale che verifichi le seguenti proprieta:

i. Per ogni coppia di aperti U,V di M e sezioni ¢ € F(U), 7 € F(V) tali che
olunv = T|lunv allora esiste p € F(U U V) che verifica p|y = o ed p|ly = T;

ii. Per ogni coppia di aperti U,V di M e sezione o € F(U U V) tale che o|y =0 ed
oly =0 allora o = 0.
Osservazione. Esempi notevoli di fasci sono dati dalle seguenti corrispondenze:
per ogni aperto U di M.
1. K(U) ={f € C=(U,K) | df =0} dove K=R,C ;

2. °U p>0 (p—formesulU );

4Spazio localmente euclideo, di Hausdorff, a base numerabile, paracompatto dotato di un atlante di
classe C'™°.
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3. ZlU=2ZU p>1 ( p—forme d—chiuse suU );
Se inoltre M & una varietd complessa’

1. O(U) ( funzioni olomorfe su U );

2. QPU p,q>0 ( (p,q)—forme suU );

3. Zg’OU = ZgOU p>1 ( p-forme olomorfe su U );

4. quU = Zg’qU p>0,¢>1 ((p,q)-forme O-chiuse su U );

Definizione (Morfismo di fasci). Un morfismo di due fasci sulla stessa varieta ¢ una
trasformazione naturale tra di essi.

Osservazione. Se F = £ ¢ un morfismo di fasci allora per ogni # € M resta definito
un morfismo (denotato ancora con «)

Fr — &y

tra le rispettive spighe.

Consideriamo un morfismo di fasci su M
a:F — €&

Per ogni aperto U di M possiamo definire
Ker(a)(U) = Ker (]—'(U) o, 5(U)>

Sia invece {U;};er un ricoprimento aperto di U e o; € F(U;) tali che per ogni j, k € I si
abbia o |v;nv, —oklu;nu. € alu;nu, (F(U; NU)). Consideriamo I'insieme qCoker (o) (U)
delle coppie (Uj,0;) al variare dei ricoprimenti e di siffatte sezioni. Introduciamo poi
la relazione di equivalenza ~ in modo che (Uj,0;) ~ (UJ{/,O'/~/) se e solo se per ogni
pelU;n Ujf, esiste V C U; ﬂUJ’», intorno di p tale che oj|y — 03, lv € aly F (V). Definiamo
infine

Coker(a)(U) = qCoker(a)(U)/ ~

Definizione (Fasci indotti da un morfismo). Le corrispondenze
U — Ker(a)(U), U+ Coker(a)(U)

definiscono due fasci, sulla varieta M, che denotiamo con Ker(a) e Coker(«).

Definizione (Successione esatta corta di fasci). Una successione di fasci sopra M

0eSrFrdgoo

si dice esatta corta se foa =0, £ =Ker(B) e G = Coker(a).

5Varieta differenziabile dotata di una struttura complessa .J.
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Osservazione. Se
PN N, N

& una successione esatta corta di fasci su M ed U un aperto di M, allora la successione di
gruppi

0= &) S FU) S gy =0
& esatta nei primi due punti, ma in generale pud non esserlo in G(U). Invece si pud
verificare che & localmente esatta, nel senso che per ogni sezione o € G(U) e per ogni punto

p € M esiste un intorno V' .C U di p tale che o]y € 8|y (F(V)). Inoltre una successione
corta di fasci con questa proprieta € una successione esatta corta.

Definizione (Successione esatta di fasci). Pin in generale una successione di fasci

Qpr—2 Qr—1

(o7 Qprt1
Fra Fr 205 Frpq —224

si dice esatta se per ogni r vale o1 o o, = 0 e la successione corta
0 — Ker(a,) == Fr =5 Ker(a,41) — 0

¢ esatta.

Osservazione. Si puo facilmente dimostrare che una successione di fasci ¢ esatta se e
solo se la successione indotta sulle spighe sopra ciascun punto e esatta.

Passiamo ora a definire la coomologia a coefficienti in un fascio. Per far questo fissiamo
un fascio F sulla varieta M.
Consideriamo U = {U; }jer un ricoprimento aperto di M ed indichiamo con Usjo...js =

Uj, N...NUj, al variare di ¢ € N e jo, ..., j; € I. Definiamo ora, per ogni ¢ € N, il gruppo
Cq(z/{’]:) = erl?fm?qu]:(Ujoqu)

ed 1 morfismi di gruppi
§: CUU,F) = C™U,F)

_ + k
(5U)j0-"jq+1 - ZZ:O(_l) Ujou.ﬁc...jqﬂ|Ujo...jq+1'

Osservazione. Si pud verificare che la coppia (C*(U,F),0) definisce un complesso
graduato di cocatene con differenziale di grado 1.

Definizione (Coomologia di un ricoprimento). I complesso appena definito si dice
complesso di cocatene a coefficienti in F del ricoprimento U.

Indichiamo con Z9(U, F) il gruppo dei g—cocicli, con B4(U, F) il gruppo dei g—cobordi e
con H?(U,F) il suo g—esimo gruppo di coomologia.

Osserviamo che per ogni coppia di ricoprimenti di M possiamo sempre trovare un
terzo ricoprimento che sia un raffinamento di entrambi. Consideriamo ora un raffinamento
V del ricoprimento . Allora il differenziale § commuta con il morfismo di complessi

C*(U,F)— C*(V,F)
indotto dai morfismi di restrizione. Restano pertanto definiti i morfismi in coomologia

H*U,F) X2 H*(V, F)
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Inoltre se W & un raffinamento di V risulta

YW O Ty Yy = Tuw

In altre parole, per ogni ¢ € N, 'insieme {HY (U, F) | U ricoprimento di M} & un sistema
diretto di gruppi abeliani. Possiamo quindi definire il suo limite diretto

H(M, F) = lig H'(U, F)

Definizione (Gruppi di coomologia di Cech). Il gruppo H4(M, F) ¢ il g — esimo gruppo
di coomologia di Cech di F su M.

La definizione di gruppi di coomologia di Cech pud risultare scomoda e difficilmente
utilizzabile in pratica percio, tendenzialmente, si ricercano delle ipotesi che un ricoprimento
U deve soddisfare affinché

HYU,F)=HIM,F)

Un risultato che risponde a questa esigenza ¢ il seguente teorema, di cui non presentiamo
la dimostrazione.

Teorema 29 (Teorema di Leray). ¢ Se il ricoprimento U & aciclico per F, cioe

HY(U; F)=0 VYq>0, Yjo,....jg €1

U~~~jq’

allora
HYU,F)=HYM,F)

Consideriamo ora una successione esatta corta di fasci
05 rF5 g0

Le mappe indotte da o e 8 su i complessi

CUUE) X U, F) U F) L w9
commutano con i differenziali e pertanto passano in coomologia

HU,E) S H'U,F) H*U.F) D H U, G)
Inoltre & possibile definire una morfismo

HU,G) S HIY YU, E) YgeN

per cui vale il

Teorema 30. 7 Se
05 rFSg0

€ una successione esatta corta di fasci su M, allora

(6) 0— H°(M,&) — H°(M,F) — H*(M,G) — H'(M,E) — ...
o= HY(M,E) — HI(M,F) — HI(M,G) — HIT (M, E) — ...

6Per una dimostrazione si consulti ad esempio [4]
"Per una dimostrazione si consulti ad esempio [6] oppure [4].
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& una successione esatta di gruppi.

Osservazione. Nel teorema precedente se consideriamo i fasci a valori nella categoria
dei K—spaazi vettoriali Veck, dove K & un campo, allora la successione 6 ¢ una successione
esatta di K—spazi vettoriali.

Definizione (Fascio fine). Un fascio F su M si dice fine se per ogni aperto U di M e
ricoprimento aperto localmente finito & = {U; };c; di U esiste una famiglia di morfismi
{n; : F(U;) = F(U)}jer , chiamati partizione dell’unita, tali che

i. per ogni o € F(Uj;) si ha njo =0 in un intorno aperto di U \ Uj;
ii. per ogni o € F(U) si ha ) ;njolu, =o.
Proposizione 31. Se F e un fascio fine su M allora
HI(M,F)=0 VYg>0

Dimostrazione. Sia V = {V;};cr un ricoprimento aperto localmente finito di M, ¢ >0 e
o € Z4(V,F). Definiamo 7 € C1=1(V, F)

Tjo...jg—1 = E :nkakj0~~~jq—1
k

dove 1 sono i morfismi della definizione di fascio fine in cui U = Vieeodger ed U; =

‘/jjou-jqfl °
Risulta che 7 = o e quindi H4(V, F) = 0. [ |

Corollario 32. Sia M una varieta differenziabile (risp. complessa) ed F il fascio
QP ( risp. QP7)
allora F e fine, di conseguenza
H'(M,F)=0 V¥Yr>0

Dimostrazione. Nella categoria delle varieta differenziabili la paracompattezza ci assicura
che ogni ricoprimento aperto V di un aperto U di M ammette un raffinamento localmente
finito U = {U,},cr per cui esiste una partizione dell’unita {¢;};cr C C*(U) ad esso
subordinata. Per ogni aperto V' di M lo spazio QPV & un C*°(V) — modulo, pertanto
possiamo definire n; : QPU; 3 w — g jw € QPU. Tale {n;};cr € una partizione dell’'unita
nel senso della definizione di fascio fine. ]

Osservazione. L’argomento utilizzato nel corollario 32 resta valido nelle ipotesi che F
sia un C*°—modulo. In altre parole se per ogni U aperto di M il gruppo F(U) & un
C*°(U)—modulo.
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I teoremi di De Rham e Dolbeault astratti.

Teorema 33 (De Rham). Sia M una varieta differenziabile ed R il fascio delle funzioni
localmente costanti su M. Allora

HO(M,R) = Hip(M) VqeN

Dimostrazione. Sia q > 0.
Definiamo per ogni p € N il fascio QP ed il sottofascio R di Q2° su M. Per il lemma di
Poincaré-Volterra la successione

0RLHQ 4Lt d  dard

¢ la risoluzione del fascio R ( in altre parole ¢ esatta ), quindi le

0-R5Q % 2150

0205zl ¢

sono successioni esatte corte di fasci.

Per ciascuna di esse consideriamo la successione esatta dei gruppi di coomologia 6.

Grazie al corollario 32 i gruppi H?(M, QP) sono nulli. Possiamo quindi ricavare i seguenti
isomorfismi

HY(M,R) =H" (M, Z})

1%

HO(M, Z1) ZiM q
dHO(M, Qa-1) T dQa-M Hip(M)

L 2HY (M, 237

1%

Dove abbiamo utilizzato le uguaglianze
HY(M, 2%) = lim HOU, 2§) = lim Z2°U, Z]) = lim Z]M = ZjM
HY(M, Q1) = lim HOU, Q771) = lim Z°U, Q71) = lim Q7'M = Q17" M
Se g = 0 si verifica immediatamente
HO(M,R) = lim 2°(U, B) = ZJ(M) = Hp(M)
|

Teorema 34 (Dolbeault). Sia M una varietd complessa, Zg’o il fascio delle p—forme

olomorfe su M e 0 I'operatore di Dolbeault. Allora

q .0\ ~ 7Py
HY (M, 257) = H*(M) Vp,q €N

Dimostrazione. Definiamo per ogni p, g € N il fascio QP'? ed il sottofascio Zg’o di Q70 su
M. Per il lemma di Dolbeault la successione

El El
0— Z20 5 ar0 S ort 5
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e la risoluzione del fascio Zg’o, quindi le

3
0— Zg’o Looro & Zg’l -0
bl
0— 207 L pa = 2Bt

sono successioni esatte corte di fasci.

Per ciascuna di esse consideriamo la successione esatta dei gruppi di coomologia 6.
Grazie al corollario 32 i gruppi H" (M, 2P'?) sono nulli per ogni r > 0. Possiamo quindi
ricavare i seguenti isomorfismi per ¢ > 0

HY(M, 22°%) =[H9= (M, 221) = ..

H°(M, 257 Z8M
DHO(M,Qpa—1) — gOpa-1M

1%

~rrl p,q—1 P,q
-y HZ (M)

Dove abbiamo utlizzato le uguaglianze
H(M, 25%) = lim HO(U, Z25%) = lim 2°(U, 25%) = lim Z2 M = Z5'M

HO(M, QP 1) = lim HOU, QP971) = lim Z°(U, QP971) = lig QP97 M = QP9 1M

Se ¢ = 0 si verifica immediatamente

OO 25°) = iy 2004, 25°) = 28000 = 1 o)

Teoria di Dolbeault e varieta complesse compatte.

Lemma 35. Sia M una varieta complessa, U un suo aperto, a € ZC’l’H’OU con p € N,
allora per ogni « € U esistono un aperto V C U ed una forma [ € Zg’OV tali che z € V
edf =aly.

Dimostrazione. Per il lemma di Poincaré-Volterra possiamo supporre senza perdita di
generalita Desistenza di una forma § € QLU tale che df = a.

Se p = 0 la forma (8 ¢ olomorfa e soddisfa df = a.

Se p > 0 la forma g ammette decomposizione in parti omogenee 22:0 BP=k* dove
pr—kk ¢ QP=RETT . Osserviamo che

opPY =«
(7) df = a <= < 9pr~Fk  gpr=k=Lktl =0 k=0,...p—1
9B% =0

Mostriamo ricorsivamente che per h = 0, ...,p — 1 esistono forme locali v, € QP =1V
in un intorno V e y_; = 0 tali che 3P~ = 9y}, + Ovy;,_1.

h =0 Definiamo y_; = 0.
La forma 8P soddisfa 93%P = 0, quindi & localmente O—esatta per il lemma di Dolbeault,
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percio esiste 79 € QYP~1V in un intorno V tale che
BOP = v

0<h<p—1 Supponiamo di aver costruito per ogni 0 < h < p— 1 forme locali 7y}, come
sopra, in particolare BP~" = 9, 4+ Oy,_1.
Dal sistema 7 ricaviamo

0= gﬂthl,pfhfl + 8,@h’p7h — 35h+1,p7h71 + 8(57}1 + 87h—1) — 3(6h+1,p7h71 o a’)/h)

Di nuovo per il lemma di Dolbeault (restringendo ulteriormente l’aperto V' se necessario)
esiste v 41 € QPTLPTR=2V tale che

g1 = P19y

Possiamo ora definire la forma locale n € ZgOV come 1 = BP0 — dy,_1.
Dal sistema 7 infatti 9y = 9pP° + 9P~ 5! = 0. Inoltre dn = On = 970 = a. [ ]

Consideriamo M?2™ una varietd complessa compatta di dimensione reale 2n. Su M &
possibile definire il complesso di Dolbeault di grado p € N

0—Qon & aring & S gra-iyg & grapg 2

a cui corrispondono i gruppi di coomologia di Dolbeault Hg’q(M ). Tali gruppi sono
naturalmente dei C-spazi vettoriali di dimensione finita (dalla compattezza di M).

Definizione (Numeri di Hodge). Definiamo i numeri di Hodge di M come
hp,q = dime (ng(M)) p,geN

E possibile mostrare che gli h, 4, in generale, non sono degli invarianti topologici di
M?® | ma puod accadere che alcune combinazioni lineari di essi lo siano. A tal proposito
mostriamo il seguente risultato

Teorema 36. Sia M?" una varietd complessa compatta di dimensione reale 2n. Indichia-
mo con X(M) la sua caratteristica di Eulero-Poincaré e con hy, 4 i suoi numeri di Hodge.

Allora risulta .

X(M) = > (=1)P*n, ,

p,q=1
Dimostrazione. Per ogni p € N definiamo i fasci Zg’o, dei germi di (p, 0)—forme d—chiuse

a € Q@OM, ed Zg’o, delle p—forme olomorfe, su M.

Osserviamo che Zg’o € un sottofascio di Zg’o. Infatti preso un aperto U di M ed

a € QPOU tale che da = 0 allora do = 0, cioe a € Zg’OU.
Consideriamo ora la successione di fasci

d
0—>QL>Z§’O—>...—>Z§’O—>...

Per il lemma 35 questa ¢ la risoluzione del fascio C, quindi le

d
0— 205 zgo Szt g

8Si consulti ad esempio [11]



sono esatte ed inducono le successioni esatte lunghe in coomologia 6
o= HI(M, ZD°) — HY(M, 28°) — HI(M, Z7"") — HIP (M, 250) — ...

Dal teorema 34 ricaviamo isomorfismi H%(M, Zg’o) = Hg’qM . Se indichiamo con b, , =

dim¢(HY(M, 2] %)) dalla formula dei ranghi ricaviamo

2n—p
0= Z (=1)%(bp,g = Pp,q + bpt1,9)
q=0

Moltiplicando per (—1)P e sommando membro a membro su tutti i p otteniamo

2n 2n—p 2n n
0= (-1 3" (-1)%bpg — hpg +bpr1g) = > (~ D)o — > (~1)P*7h,,
p=0 q=0 q=0 ,q=0

Osservando che ZS’O = C grazie al teorema 33 unito al teorema dei coefficienti universali
ricaviamo b, g = dimg(HJ,(M,C)) e di conseguenza

n

X(M) = Z (_1)p+thyq

p,q=1
|

Possiamo inoltre ricavare una limitazione dei numeri di Betti di una varieta complessa
compatta in funzione dei suoi numeri di Hodge. Specificatamente vale il seguente

Teorema 37. Sia M?" & una varietd complessa compatta di dimensione reale 2n. In-
dichiamo con b, i suoi numeri di Betti e con hj,, i suoi numeri di Hodge. Allora

be < Y By

ptq=r

risulta

Dimostrazione. Definiamo per ogni p € N e per ogni 0 # r € N il C—spazio vettoriale
T
QP pf = Z Qpthr=hpr
h=0

e consideriamo i complessi di cocatene (Qp;(')M , d).
Siaora0<p<nep<r<2n.
Osserviamo che le mappe

r—p
QPP Af 5 o = Z aPthr—p=h Apr_pla) =aP"™ P e QPPN
h=0

definiscono morfismi tra complessi di C—spazi vettoriali
(Qp?(')M, d) AT“’—P) (Qp,-pr,g)
percio inducono i morfismi in coomologia

i(r—p) Ap,r—p r—
®) U () 222y e (ag)
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e per p = n gli isomorfismi
(9) Hy" (M) = HE' " (M)

Consideriamo poi le inclusioni QPTH—pP=DAf — QPi(r=P) [

Le indotte in coomologia sono suriettive su Ker(A, ,_,)
p+1;(r—p—1) . gpi(r=p) p;T—p
(10) H (M) — Ker (A, —p : H, (M) — Hz" "(M)
Se indichiamo con by, la dimensione complessa di H. g;ﬁ_p ) (M) grazie a 8 ricaviamo
bpir—p < hpr—p + dimcKer(4,,,—p)

e quindi per 10
bpir—p < hpr—p + Opy1ir—p—1

da cui, sommando membro a membro, otteniamo

n—1 n—1 n
Z bpyr—p < Z hp,r—p + Z bp;r—p
p=0 p=0 p=1

Ricordando infine che by, = b, e, in virtu di 9, bp;r—, = Ry r—p, possiamo concludere

b, < i Dpr—p |
p=0
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